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 RESUMEN 
El objetivo principal de éste proyecto final de carrera es desarrollar un programa que permita 
la calibración de una cámara no métrica de una forma eficiente. 
Resulta importante recalcar que éste proyecto es la base de otros proyectos que se llevan a 
cabo en el laboratorio de cartografía de la escuela. 
Previo a la elaboración del programa se realizará una introducción teórica sobre todos los 
elementos que intervienen en el programa, como son el ámbito de la  fotogrametría y el 
ámbito de la estadística.  Una vez se saben los pasos a seguir, se utiliza el programa Visual 
Studio C++ para elaborar el programa de calibración. 
Para la parte del programa de calibración, primero se efectuarán pruebas experimentales, para 
profundizar en el comportamiento de los parámetros que intervienen en la imagen. 
Posteriormente, se estudiará la distribución que siguen los residuos en función de su origen, 
ya sean sistemáticos o accidentales, y en función de si el programa de calibración es capaz de 
detectarlos. 
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1 INTRODUCCIÓN 
1.1  NOTAS PRELIMINARES 
Las cámaras métricas han sido las cámaras específicas utilizadas para la práctica de la 
fotogrametría durante mucho tiempo. Sin embargo, el desarrollo en primer lugar de la 
fotogrametría analítica y digital, y posteriormente de la fotogrametría digital, han facilitado 
las mediciones y el cartografiado con las cámaras no métricas. 
Las cámaras no métricas son las cámaras que encontramos en la venta para aficionados, se 
caracterizan por ser de geometría inestable y de tener los parámetros de orientación interna 
0 0( , , )x y f  desconocidos.  En comparación con las cámaras métricas, las cámaras no métricas 
son de menor tamaño y de peso reducido, además ofrecen una relación calidad/coste bastante 
económica. 
Sin embargo, las cámaras no métricas presentan tres grandes limitaciones [Lerma, J.L, 2002]: 
 Geometría interna desconocida: La posición de los puntos principales son 
desconocidas. 
 Sistema de lente imperfecto: Sistema de lentes compuesto por piezas de plástico en 
lugar de cristal, cosa que produce efectos convergentes y divergentes que hacen que la 
lente vea reducida su calidad óptica. 
 Ondulación del plano focal: El material portante es plano en función del tamaño que 
tenga y de la rigidez del soporte en que esté colocado. 
En resumen, para poder trabajar con una cámara no métrica se debe de realizar una 
calibración o aceptar la pérdida de precisión que comporta no conocer los parámetros de 
orientación interna. 
1.2 MOTIVACIÓN 
En el laboratorio de fotogrametría de la Escuela Politécnica Superior de Edificación de 
Barcelona se lleva a cabo un proyecto que, a partir de cámaras no métricas correctamente 
calibradas, se puedan realizar proyectos tales como la creación de modelos en 3D a partir de 
fotografías.
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2  RESECCIÓN ESPACIAL 
2.1 INTRODUCCIÓN 
Se entiende por resección espacial la estimación de los seis parámetros de orientación externa 
de una fotografía, tres parámetros para la posición del centro de proyección 
0 0 0( , , )X Y Z  y tres 
parámetros angulares ( , , )    para la orientación. Éstas seis incógnitas se pueden calcular a 
partir de las coordenadas terreno de un número mínimo de puntos y de sus correspondientes 
coordenadas imagen ( , )x y . Se necesitan por lo menos tres puntos con sus coordenadas 
imagen y sus coordenadas terreno ( , , )X Y Z , para poder encontrar la totalidad de las 
incógnitas. 
Sin embargo, se puede complicar el problema añadiendo por ejemplo los parámetros de 
orientación interna 0 0( , , )x y f  y otros parámetros para modelar la lente. En esos casos se debe  
aumentar el número de puntos medidos adecuadamente. 
2.2 MODELO MATEMÁTICO: CONDICIÓN DE COLINEALIDAD 
La condición de colinealidad indica que el centro de proyección, el punto en el terreno y su 
correspondiente en la imagen están sobre la misma recta. 
Ésta relación viene dada por las ecuaciones de colinealidad, que permiten el cálculo de las 
coordenadas imagen ( , )x y , a partir del conocimiento de las coordenadas del punto principal 
0 0( , )x y , de la focal ( )f , de los parámetros angulares ( , , )   , de los parámetros de posición 
del centro de proyección 0 0 0( , , )X Y Z  y de las coordenadas terreno ( , , )X Y Z del punto en 
estudio. 
11 0 12 0 13 0
0
31 0 32 0 33 0
11 0 12 0 13 0
0
31 0 32 0 33 0
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
m X X m Y Y m Z Z
x x f
m X X m Y Y m Z Z
m X X m Y Y m Z Z
y y f
m X X m Y Y m Z Z
    
 
    
    
 
    
 
Ec.2.1 Ecuaciones de colinealidad  
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Donde los valores de la matriz de rotación M  vienen dados por: 
cos cos sin sin cos sin cos sin cos cos sin sin
sin cos sin sin sin cos cos sin cos sin sin cos
sin cos sin cos cos
T
           
           
    
  
 
   
  
M  
Ec.2.2 matriz de rotación 
Para obtener las incógnitas buscadas, se debe de linealizar  las ecuaciones de colinealidad para 
que, mediante el método de mínimos cuadrados, se puedan obtener los resultados buscados. 
2.3 CONSTRUCCIÓN DEL MÉTODO MÍNIMO CUADRÁTICO 
Como se ha avanzado en el apartado anterior el problema se debe de resolver por el método 
de mínimos cuadrados. 
El primer paso es simplificar la ecuación de colinealidad (Ec. 2.1) a la siguiente forma: 
 
 
Donde: 
,m mx y : Coordenadas medidas (Datos del problema). 
,c cx y : Coordenadas calculadas (Coordenadas que se van calculando). 
,x y  : Residuos. 
 
Estas ecuaciones desarrolladas nos quedan: 
 
 
 
 
yy yyyF  c0m
xx xxxF  c0m
11 0 12 0 13 0
0
31 0 32 0 33 0
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
x
m X X m Y Y m Z Z
F x x x f
m X X m Y Y m Z Z
    
   
    
21 0 22 0 23 0
0
31 0 32 0 33 0
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
y
m X X m Y Y m Z Z
F y y y f
m X X m Y Y m Z Z
    
   
    
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Estas ecuaciones són no lineales respecto los parámetros y, por lo tanto, debemos 
linealizarlas. Para simplificar la notación considero en principio un sólo fotograma, con lo 
cual se crean las dos siguientes ecuaciones por cada punto observado: 
 
 
 
Las matrices del método de mínimos cuadrados seguirán la siguiente forma para un único 
fotograma [Lerma, J.L, 2002]: 
 
 
 
 
 
 
      A                                                dX           U  
donde A  es la matriz de diseño dX  es el vector de parámetros y U es el vector de términos 
independientes. 
Éstas matrices son las que forman el método de mínimos cuadrados del problema. Para 
solucionar el sistema queda de la siguiente forma: 
0A dX U   
 
 
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0
0 0 0
x x x x x x x x x
y y y y y y x x x
N N N N N N
x x x x x x
N N N N N N
y y y y y y
F F F F F F F F F
X Y Z x y f
F F F F F F F F F
X Y Z x y f
F F F F F F
X Y Z
F F F F F F
X Y Z
  
  
  
  
        
        
        
        
     
     
     
     
1
1
0
0
0
00 0
0
0 0
0
x
y
NN N N
xx x x
N
y
N N N
x x x
d
d
d F
dX F
dY
dZ FF F F
dx Fx y f
dyF F F
dfx y f



  
  
  
    
    
    
     
    
       
          
    
        
0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 0 00 00 0 0 0 0
x x x x x x x x x
x x
F F F F F F F F F
F F d d d dX dY dZ dx dy df
X Y Z x y f
  
  
        
         
        
0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 00 0 0 00 0 0 0 0 0
y y y y y y y y y y
y y
F F F F F F F F F F
F F d d d dX dY dZ dx dx dy df
X Y Z Z x y f
  
  
         
          
         
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Para determinar los parámetros por el método de ajuste mínimo cuadrático se hace: 
1( )t tdX A A AU  
En nuestro caso no se hace uso de la matriz de peso, por eso, se ha utilizado esta versión 
simplificada de las ecuaciones. 
Si el método se amplia a más fotogramas la distribución de los términos en la matriz de 
diseño variarán de forma. Para ilustrarlo, mostramos a continuación como quedarían las 
ecuaciones para un caso de tres fotogramas: 
1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
x x x x x x x x x
y y y y y y y y y
N N N N N N
x x x x x x
F F F F F F F F F
X Y Z x y f
F F F F F F F F F
X Y Z x x x
F F F F F F
X Y Z
  
  
  
        
        
        
        
     
     
0 0 0
1 1 1 1 1 1
0 0 0
1 1 1 1 1 1
0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
N N N N N N
y y y y y y
x x x x x x
y y y y y y
N N N
x x x
F F F F F F
X Y Z
F F F F F F
X Y Z
F F F F F F
X Y Z
F F F
  
  
  
  
     
     
     
     
     
     
   
   0 0 0
0 0 0
1 1 1 1 1 1
0 0 0
1 1 1 1 1 1
0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0
N N N
x x x
N N N N N N
y y y y y y
x x x x x x
y y y y y y
F F F
X Y Z
F F F F F F
X Y Z
F F F F F F
X Y Z
F F F F F F
X Y Z
  
  
  
 
  
     
     
     
     
     
     
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
N N N N N N
x x x x x x x x x
N N N N N N
y y y y y y y y y
F F F F F F F F F
X Y Z x y f
F F F F F F F F F
X Y Y x y f
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 














         

        

        
          
1
1
0
0
0
0
00
0
0
0
0
0
0
x
y
N
x
N
y
F
F
F
F
d
d
d
dX
dY
dZ
d
d
d
dX
dY
dZ
d
d
d
dX
dY
dZ
dx
dy
df









 
 
 
  
 
 
 
 

















 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se tendrán que calcular los parámetros de orientación externa para cada fotograma y los 
parámetros de orientación interna para la cámara que se tiene que calibrar. 
La resolución del problema necesita dar valores iniciales a los parámetros que se han de 
calcular. En nuestro caso los parámetros angulares eran iniciados a cero y los parámetros de 
posición solo se tenian en cuanta las posiciones relativas (fig. 2.1). 
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fig. 2.1: Esquema mínimos cuadrados 
2.4 DISTORSIÓN DE LA LENTE 
Todas las lentes presentan alguna aberración
1
 que hace que la imagen presente errores. 
Los errores que produce la distorsión se manifiestan en posiciones erróneas en la imagen de 
los puntos respecto a la posición esperada. 
Las lentes presentan dos tipos de distorsiones en función de cómo afectan a la imagen: 
 Distorsión radial:  Es el componente más relevante de una lente que pretenda hacer 
medidas de calidad.  El concepto aparece al suponer que una lente se comporta 
siguiendo un modelo preestablecido perfecto cuando realmente no es así.  La 
distorsión radial se debe a la variación del punto nodal, que se mueve a lo largo del eje 
óptico, según el ángulo de incidencia en que el rayo entre en la lente.  En un modelo 
perfecto, el punto nodal estaría en la intersección del eje óptico con el centro de la 
lente si ésta fuera completamente plana y no fuera imperfecta. 
                                                 
1Aberración: Imperfección del sistema óptico que produce una imagen defectuosa. 
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, :Coordenadas punto medidom mx y
.  
fig. 2.2: Componentes distorsión  
 Distorsión tangencial: Atañe al corte de la lente, del cual no se puede asegurar que sea 
completamente plano.  La lente se corta de forma rotacional, con lo cual es 
prácticamente seguro que quede distorsión residual.  Así pues la distorsión tangencial  
se manifiesta de una forma perpendicular a los radios que van del centro de la imagen, 
a la posición esperada de los puntos terreno en la imagen. 
Para tratar de encontrar la distorsión en la calibración de cámaras se suele utilizar un 
polinomio con el fin de poder ajustar lo máximo posible la distorsión de la cámara, ya que 
ésta resulta muy dificil de saber de forma exacta, ésto se debe a la imposibilidad de encontrar 
un modelo matemático que permita definir el comportamiento de la distorsión. 
Los polinomios que se suelen utilizar siguen la siguiente forma [Lerma, J.L, 2002]: 
2 3 4 5
1 2 3 4 5r a r a r a r a r a r       
Ec.2.3 Distorsión lente 
dónde: 
:r  Distorsión 
:r Radio 2 20 0( ( ) ( ) )m mx x y y    
ia :  Coeficiente. 
 
0 0, :Coordenadas punto principalx y
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Si descomponemos la distorsión en sus componentes quedará de la siguiente forma: 
cos
r
x r x
r


     
sin
r
y r y
r


     
Al tener en cuenta la distorsión se debe de replantear las matrices del sistema mínimo 
cuadrado. Éstas quedarian de la siguiente forma: 
 
 
 
 
 
 
Siendo  ia  los coeficientes del polinomio de distorsión radial y estando representados en la 
matriz de diseño por su respectiva integral para cada uno de sus coeficientes. 
2.5 ERRORES ACCIDENTALES 
En la toma de fotografías además de todos los factores comentados anteriormente, también se 
obtienen errores referidos a la refracción atmosférica, la curvatura terrestre, la ondulación del 
plano focal, etc.  Éstos errores si bien cabe mencionarlos en el proceso de calibración de una 
cámara, son muy pequeños y en principio pueden ser despreciados. 
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3 APLICACIÓN ESTADÍSTICA 
3.1 INTRODUCCIÓN 
En nuestro caso particular, esperamos que la distribución de errores accidentales tanto en las 
medidas que se hacen en el terreno como en la imagen sea normal. El hecho de que existan 
errores sistemáticos (distorsión de la lente) modificará la distribución de los residuos dejando 
de ser normal, y eso es precisamente lo que pretendemos detectar. 
En la estadística inductiva se estima el valor de los parámetros de la población a estudiar.  
Estos parámetros nos permiten ajustar el modelo y describir las observaciones de la población 
estudiada. 
Para saber si éstos parámetros son correctos y la muestra sigue una función de distribución 
determinada se realiza el contraste de hipótesis, que a partir del cálculo de un estimador (Ec. 
3.5) nos permitirá asegurar con una confianza determinada el nivel de corrección de los 
parámetros, es decir, si nuestras estimaciones son ciertas. 
En éste proyecto lo que se somete a estudio es la distribución de los errores y lo que se 
pretende es saber si la distribución de los errores es normal. De esta forma, si la distribución 
de estos siguiera una distribución gaussiana, se podrá afirmar que la medida que tomaremos 
en la imagen es muy aceptable. 
3.2 DETERMINACIÓN DE LOS PARÁMETROS Y ORDENACIÓN DE LOS DATOS DE 
LA POBLACIÓN 
El primer paso para el analisis estadístico será dictaminar los parámetros que intervienen y 
enontrar el valor de éstos.  Como en éste proyecto se pretende ver si la distribución de errores 
se ajusta a una distribución gaussiana, los parámetros a encontrar serán la media muestral 
(Ec.3.1) y la desviación tipo muestral(Ec.3.2) [Ferrer i Biosca, 2003]. 
1
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Ec. 3.1  Media muestral  
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Ec. 3.2  Desviación tipo muestral  
Una vez calculados los parámetros el siguiente paso es el de dividir en clases, de tal forma 
que se pueda construir un histograma.  Si la población está compuesta por n  individuos
2
, el 
número de clases estará sobre n  [Ferrer i Biosca, A,  2003]. Cabe mencionar que para el 
cálculo de número de clases existen varios métodos, como puede ser la regla de Sturgess. La 
amplitud de cada clase viene dada por el rango de la muestra. La agrupación de los individuos 
en las clases nos dará lo que llamaremos frecuencia observada de la muestra ( )of . 
3.3 DETERMINACIÓN DE LA FRECUENCIA ESPERADA ( ef ) 
Previo paso a encontrar el estimador para hacer el contraste de hipótesis, se debe de encontrar 
la frecuencia esperada para cada clase. 
Para encontrar la frecuencia esperada primero se ha de calcular la probabilidad que hay que en 
cada clase haya algún valor.  Para encontrar dicha probabilidad, nos encontramos con un 
problema, que se resuelve con la aplicación de la ley normal. 
Si para cada intervalo del histograma, nombramos a sus límites ( a  y b ), la probabilidad de 
encontrar el valor medio de la celda será la probabilidad de b  menos la probabilidad de 
a (Ec.3.3). 
( ) ( ) ( )P a x b P b P a     
Ec. 3.3 Fórmula probabilidad  
Para calcular la probabilidad en b y en a , se ha de hacer un cambio de variable a z (Ec.3.4) .  
Con este cambio de variable se obtendrá la ley normal tipificada, que una vez obtenida se 
comparará con las tablas y se podrán realizar los cálculos. 
                                                 
2
 Individuo: que no puede ser dividido. 
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x
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


  
Ec. 3.4 Cambio de variable 
Donde: 
nX  . nS  . 
Una vez hallada la probabilidad de cada intervalo, para hallar la frecuencia esperada  ef , se 
tendrá que multiplicar la probabilidad de cada clase por la muestra  n . 
3.4 CONTRASTE DE HIPÓTESIS 
El objetivo del contraste de hipotesis es contrastar la verificación estadística de ciertas 
hipotesis sobre los parámetros de la población con los correspondentes estadísticos obtenidos 
a partir de la información contenida en una muestra de individuos de la población [Ferrer i 
Biosca, 2003]. 
Para realizar el contraste de hipotesis se tiene que calcular un estimador.  Posteriormente éste 
estimador se comparará con la tabla ji-cuadrado 2( )  para ver si la confianza del resultado 
obtenido es satisfactoria para nuestros intereses. 
El estimador (Ec.3.5) se calcula una vez se tenga la frecuencia observada ( )of  y la frecuencia 
esperada  ef  caluladas. 
2( )o e
e
f f
f

   
Ec. 3.5 Cálculo del estimador  
Una vez calculado el estimador se compara el valor obtenido con la tabla ji-cuadrado 2( ) .  
De ésta forma se podrá saber si los resultados cumplen con nuestras espectativas y en que 
porcentaje las cumple. 
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4 PARTE EXPERIMENTAL 
4.1 INTRODUCCIÓN 
Para la realización de la calibración de la cámara se ha realizado mediante un programa de 
generación de datos sintéticos que, a partir de coordenadas imagen y coordenadas terreno 
impuestas a priori, es capaz de encontrar todos los parámetros de orientación interna y 
externa desconocidos. 
Para poder entender mejor los datos y los parámetros que intervienen en éste proceso en éste 
capítulo se harán diversas pruebas sobre el comportamiento de todos los parámetros y se 
realizará mediante datos sintéticos una calibración, de tal forma que permita saber si el 
programa responde de forma correcta, previo paso a usarlo para un problema real. 
 
4.2 PROBLEMA DIRECTO 
4.2.1 Introducción 
En ésta primera parte del capítulo, se estudia los parámetros del problema directo, es decir, los 
parámetros que intervienen en la creación de datos. Para realizar ésta primera parte, se ha 
creado un programa que permite la creación de datos sintéticos simulando diversas 
situaciones que provoca la alteración de los parámetros. 
4.2.2  Comportamiento de los parámetros angulares 
Los parámetros angulares ( , ,   ) muestran la orientación que tenía la cámara en el instante 
de hacer la foto. 
 
fig. 4.1: Sentidos de giro  
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Para saber como afecta la variación de éstos ángulos en la imagen se ha hecho un estudio 
sobre cada uno de ellos mediante la creación de datos sintéticos, en que se les ha impuesto un 
valor a uno de ellos en cada caso, dejando los otros dos con valor de cero. 
Una vez impuestos los valores se sustituyen en las ecuaciones de colinealidad (Ec.2.1). De 
ésta manera, poniendo un valor en la focal = 150 mm (valor muy común en fotogrametría) y 
valores en las coordenadas terreno acotados (se simula una parcela que quepa dentro de la 
foto), se obtendrá una distribución de puntos que simulará la forma que adoptan las 
coordenadas terreno dentro de la fotografía.  
Cabe mencionar que los valores utilizados para este estudio son exagerados con respecto a lo 
que es normal (en condiciones normales suelen haber variaciones de como mucho unos pocos 
minutos). Lo que se pretende es ver de forma clara la forma que adoptan las coordenadas y de 
ésta forma saber como afecta cada parámetro en la imagen resultante. 
Para entender las imágenes que se muestran a continuación se tiene que tener en cuenta la 
posición de los tres ejes del espacio: el eje de abscisas sobre la horizontal, el eje de ordenadas 
sobre la vertical y el eje z (focal) ortogonal a éstos dos. 
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fig.4.1 Coord. imagen con giro ( =5º ) 
Como se puede ver la figura 4.1, si variamos el ángulo   los puntos adoptan la forma de 
trapecio. Esto se debe a que se está simulando la forma resultante de efectuar un ligero giro 
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hacia atrás del fotograma, haciendo que la parte superior de la imagen quede más lejos y la 
parte inferior quede más cerca. 
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fig. 4.2 Coord. imagen con giro ( =5º) 
Con la variación del ángulo   se obtiene la figura de un trapecio girado 90º. Esto se debe a 
que lo que se aleja es la parte izquierda de la fotografía, entre tanto que la parte derecha es la 
que está más cercana. 
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fig. 4.3 Coord. imagen con giro( =5º) 
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En la figura 4.3 se aprecia un giro en la imagen. Esto se debe a que la fotografía adopta un 
giro respecto del eje z, quedando todos los puntos a la misma distancia. 
4.2.3 Comportamiento de la focal 
El siguiente parámetro a estudiar es la focal. La focal es el parámetro que designa la 
proximidad o lejanía de la imagen. Para estudiar este parámetro, el método es similar al del 
estudio de los parámetros angulares. Se han creado datos sintéticos para simular una parcela 
de 1000 m x 1000 m. Se imponen valores a la focal de 75 mm, 150 mm y 300 mm que son los 
valores más usados en vuelos fotogramétricos, y se sustituyen en las ecuaciones de 
colinealidad (Ec. 2.1), dando los mismos valores para los parámetros de posición y dando 
valor de cero para los parámetros angulares, de forma que se pueda apreciar de una forma 
nítida el comportamiento de la focal en la imagen. 
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fig.4.4 Coord. imagen con focal=75mm 
Como se puede apreciar en la figura 4.4 para la focal de 75 mm la zona creada queda 
delimitada en una fotografía de 40 x 40 mm, lo cuál da una sensación de lejanía. 
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fig. 4.5 Coord.imagen con focal=150mm 
En la figura 3.5 con la focal de 150 mm, la misma zona queda delimitada en una fotografía de 
80 x 80 mm, lo cual da una sensación de mayor proximidad que con la focal de 75mm. 
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fig. 4.6 Coord. imagen con focal=300mm 
Para el ejemplo de focal de 300 mm (fig.4.6) se puede ver que el tamaño que ocupa la zona en 
la fotografía es de aproximadamente 150 x 150 mm con lo cual la zona descrita en la 
fotografía da una sensación de más proximidad que en los anteriores ejemplos. 
Así pues, como conclusión a estos experimentos se muestra que a mayor valor de focal, la 
imagen de proximidad será mayor y el detalle será mayor. 
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4.2.4 Comportamiento de los coeficientes de distorsión 
La distorsión en la lente es un factor muy importante a controlar en la calibración de cámaras. 
Si bien el valor que adopte normalmente es controlado, si se descuida y no se tiene en cuenta, 
la precisión en la medida puede llegar a tener un valor elevado. 
Para el estudio de la distorsión se utilizará un polinomio (Ec. 2.3) que hará la función de 
distorsión de la lente.  Para el estudio del comportamiento de la distorsión el método utilizado 
es el habitual, es decir, se utilizará las ecuaciones de colinealidad (Ec. 2.1) para crear datos en 
los cuales se aplicará en los parámetros angulares el valor de cero y en la focal el valor de 150 
mm. En cuanto al polinomio se estudiará cada parte por separado, aplicando valores 
exagerados para poder ver su comportamiento de forma clara. 
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fig. 4.7 Coord.imagen con distorsión  1( )r a r   
Como se puede ver en la figura 4.7, si se estudia el primer componente del polinomio, se 
observa que éste tiene la repercusión sobre la imagen de un factor de escala, es decir, que 
aumenta o disminuye la imagen de forma proporcional en toda la imagen. 
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fig. 4.8 Coord. imagen con distorsión 
2
2( )r a r   
A partir del segundo grado del polinomio (fig. 4.8), el resultado que obtenemos es que la 
imagen se deforma relativamente poco en su parte central y más en los extremos. 
 
4.3 PROBLEMA INVERSO 
Una vez realizado el estudio de los parámetros en la creación de datos, probamos el problema 
inverso, que a la postre será el programa de calibración. 
Con éstas pruebas se comprobará además del funcionamiento del programa de calibración, la 
distribución que adquieren los errores en cada una de las formas en que vamos a someterlo a 
estudio. 
4.3.1 Modelo matemático sin errores de ningún tipo 
Para la primera prueba se realiza el problema perfecto, es decir, se crean datos sin ningún tipo 
de distorsión ni ruido. Éstos datos se llevan al programa de calibración para saber cómo 
reacciona. 
 
 
 
 
Calibración de una cámara no métrica 24 
Según vemos en la tabla (T.1) el resultado que nos da son errores muy cercanos a cero, de 
hecho los residuos los atribuimos a los efectos de truncado y redondeo y no tienen sentido 
para nuestro caso en particular. Este resultado es el esperado ya que si creamos datos sin 
ningún tipo de error, en el programa de calibración se tiene que seguir manifestando de la 
misma forma. 
 
 
T.1 Tabla 1  
 
4.3.2 Modelo matemático con errores accidentales en las fotocoordenadas 
Si complicamos el problema (T.2) y le añadimos ruido para simular posibles errores 
accidentales en la creación de datos, nos encontramos que la distribución de los errores no 
sigue ninguna estructura definida, con lo cual se trata de errores accidentales que no se 
pueden limpiar (fig.4.9). 
TABLA DATOS 
 
0X  (m) 0Y (m) 0Z (m)  (°)  (°)  (°) 
Fotograma1 1000,0 1635,0 1000,0 -45 0 0 
Fotograma2 1000,0 1000,0 1000,0 0 0 0 
Fotograma3 1000,0 550,0 1000,0 30 0 0 
Fotograma4 850,0 1000,0 1000,0 0 -10 0 
Fotograma5 1150,0 1000,0 1000,0 0 10 0 
Fotograma6 1000,0 1450,0 1000,0 -30 0 0 
TABLA RESULTADOS 
 
0X (m) 0Y (m) 0Z (m)  (°)  (°)  (°) 
Fotograma1 1000,000055 1634,999998 999,999998 -45 0 0 
Fotograma2 1000,000082 1000,000000 999,999996 0 0 0 
Fotograma3 1000,000003 550,000001 999,999996 30 0 0 
Fotograma4 850,000081 1000,000000 1000,000018 0 -10 0 
Fotograma5 1150,000081 999,999999 999,999974 0 10 0 
Fotograma6 1000,000003 1449,999999 999,999996 -30 0 0 
 
Residuos (muestra de los cinco primeros residuos. Fotocoordenadas, unidades: mm): 
 
0,00000199 
0,00000053 
0,00000019 
0,00000012 
0,00000086 
 
T.1 Tabla 1 1 
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T.2 Tabla 2 
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fig.4.9 :Distribución residuos problema 2 
TABLA DATOS 
 
0X  (m) 0Y (m) 0Z (m)  (°)  (°)  (°) 
Fotograma1 1000,0 1635,0 1000,0 -45 0 0 
Fotograma2 1000,0 1000,0 1000,0 0 0 0 
Fotograma3 1000,0 550,0 1000,0 30 0 0 
Fotograma4 850,0 1000,0 1000,0 0 -10 0 
Fotograma5 1150,0 1000,0 1000,0 0 10 0 
Fotograma6 1000,0 1450,0 1000,0 -30 0 0 
 
Desviación tipo a priori:0,01 mm (10 μm) 
 
 
TABLA RESULTADOS 
 
0X (m) 0Y (m) 0Z (m)  (°)  (°)  (°) 
Fotograma1 1000,006 1635,006 999,974 -45 0 0 
Fotograma2 999,988 1000,010 999,984 0 0 0 
Fotograma3 1000,034 550,022 999,975 30 0 0 
Fotograma4 850,001 1000,001 999,988 0 -10 0 
Fotograma5 999,995 1449,984 999,999 0 10 0 
Fotograma6 1000,000003 1449,999999 999,999 -30 0 0 
 
Deviación tipo de la muestra a posteriori:0,0098 mm 
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4.3.3 Se añade distorsión a la lente (sin ruido) 
Sin embargo, la cosa se complica al añadir distorsión en la imagen. En este ejemplo, el 
problema inverso sigue calculando sólo los parámetros de orientación de cámara sin tener en 
cuenta ningún modelo de distorsión de lente. Sin embargo, a los datos generados, les hemos 
añadido una distorsión que viene dada por el polinomio construido adrede: 
2 3 4 5
1 2 3 4 5r a r a r a r a r a r       
Donde: 
1a =  -0.002 ; 
2a =  0.00000000001; 
3a =  0.0000001 
4a =  0.00000000000001 
5a =  0.0000000000000025 
 
Como bien hemos indicado en el capítulo 4.2.4 la distorsión es la parte más importante en la 
confección de imágenes y como se puede ver en la figura. 4.10, los errores se mantienen más 
o menos estables hasta que el radio adquiere un valor de 80 mm, a partir de este valor, los 
errores empiezan a incrementar de forma muy grande. Además, se puede comprobar que la 
distribución de los errores sigue una estructura definida, esto se debe a que hay errores 
sistemáticos provocados por no tener en cuenta la distorsión de la lente (T.3). 
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T.3 Tabla 3 
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fig. 4.10: Distribución residuos problema 3 
 
TABLA DATOS 
 
0X  (m) 0Y (m) 0Z (m)  (°)  (°)  (°) 
Fotograma1 1000,0 1635,0 1000,0 -45 0 0 
Fotograma2 1000,0 1000,0 1000,0 0 0 0 
Fotograma3 1000,0 550,0 1000,0 30 0 0 
Fotograma4 850,0 1000,0 1000,0 0 -10 0 
Fotograma5 1150,0 1000,0 1000,0 0 10 0 
Fotograma6 1000,0 1450,0 1000,0 -30 0 0 
 
 
Desviación tipo a priori: 0 mm (sin ruido) 
 
TABLA RESULTADOS 
 
0X (m) 0Y (m) 0Z (m)  (°)  (°)  (°) 
Fotograma1 999,992 1635,971 1000,429 -45 0 0 
Fotograma2 1000,056 999,995968 1001,491 0 0 0 
Fotograma3 999,999 548,450512 1000,710 30 0 0 
Fotograma4 849,076 999,986911 1001,347 0 -10 0 
Fotograma5 1151,038 999,993218 1001,318 0 10 0 
Fotograma6 1000,002 1451,557 1000,704 -30 0 0 
 
 
Deviación tipo de la muestra a posteriori:0,016850 mm 
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4.3.4 Se añade distorsión a la lente y  errores accidentales 
Como último, si creamos una imagen totalmente distorsionada, es decir, afectada por errores 
accidentales y por distorsión, vemos la distribución de los errores presenta una estructura 
definida, pero no tan definida como el caso anterior. Esta situación es causada por la 
existencia de un error sistemático no detectado y de errores accidentales que se distribuyen a 
lo largo del error sistemático ampliando el valor del error (T.4),(fig.4.11).  
 
 
T.4 Tabla 4  
TABLA DATOS 
 
0X  (m) 0Y (m) 0Z (m)  (°)  (°)  (°) 
Fotograma1 1000,0 1635,0 1000,0 -45 0 0 
Fotograma2 1000,0 1000,0 1000,0 0 0 0 
Fotograma3 1000,0 550,0 1000,0 30 0 0 
Fotograma4 850,0 1000,0 1000,0 0 -10 0 
Fotograma5 1150,0 1000,0 1000,0 0 10 0 
Fotograma6 1000,0 1450,0 1000,0 -30 0 0 
 
 
Desviación tipo a priori:0,01 mm (10 μm) 
 
TABLA RESULTADOS 
 
0X (m) 0Y (m) 0Z (m)  (°)  (°)  (°) 
Fotograma1 1000,000 1635,994 1000,419 -45 0 0 
Fotograma2 1000,041 1000,003 1001,497 0 0 0 
Fotograma3 1000,033 548,457 1000,701 30 0 0 
Fotograma4 849,065 1000,002 1001,352 0 -10 0 
Fotograma5 1151,041 999,994 1001,315 0 10 0 
Fotograma6 1000,017 1451,557 1000,702 -30 0 0 
 
 
Deviación tipo de la muestra a posteriori:0,01960 mm 
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fig. 4.11: Distribución errores problema 4 
 
4.3.5 Pruebas modificando programa de calibración  
 
Los experimentos anteriormente realizados tenian la peculiaridad que el programa de 
calibración era lo más sencillo posible, es decir, solo calculaba los parámetros de distorsión 
externa. 
 
Sí al programa de calibración le añadimos los parámetros de orientación interna, así como los 
coeficientes de distorsión, nos enontraremos una distribución de errores muy diferente. 
 
Para el primer problema estudiado (T.5) en este apartado, se añade distorsión al programa 
además de error accidental. Al pasar los datos al programa de calibración, nos encontramos 
que la distribución de errores no sigue ninguna estructura definida. Esto se debe a que el 
programa a detectado en su totalidad el error sistemático existente y solo es incapaz de 
detectar el error accidental (fig.4.12).  
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T.5: Tabla 5 
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fig. 4.12: Distribución errores problema 5 
TABLA DATOS 
 
0X  (m) 0Y (m) 0Z (m)  (°)  (°)  (°) 
Fotograma1 1000,0 1635,0 1000,0 -45 0 0 
Fotograma2 1000,0 1000,0 1000,0 0 0 0 
Fotograma3 1000,0 550,0 1000,0 30 0 0 
Fotograma4 850,0 1000,0 1000,0 0 -10 0 
Fotograma5 1150,0 1000,0 1000,0 0 10 0 
Fotograma6 1000,0 1450,0 1000,0 -30 0 0 
 
 
Desviación tipo a priori:0,01 mm (10 μm) 
 
 
TABLA RESULTADOS 
 
0X (m) 0Y (m) 0Z (m)  (°)  (°)  (°) 
Fotograma1 1000,006 1635,025 999,994 -45 0 0 
Fotograma2 999,988 1000,006 1000,010 0 0 0 
Fotograma3 1000,034 550,007 999,995 30 0 0 
Fotograma4 849,993 1000,014 1000,013 0 -10 0 
Fotograma5 1150,005 1000,000 999,999 0 10 0 
Fotograma6 999,995 1499,998 1000,002 -30 0 0 
 
 
 
Deviación tipo de la muestra a posteriori:0,009877 mm 
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Por otra parte, si se distorsiona la imagen al completo con distorsión y ruido, pero en el 
momento de estudiar la distribución de los errores no se tiene en cuenta la totalidad de los 
errores sistemáticos (T.6), observamos que en la distribución de errores, aunque no haya una 
estructura definida, si que aumentan el valor de los errores resultantes respecto al ejemplo 
anterior.  Esto es debido al error sistemático que hay en los datos, que aunque sea pequeño, 
hace que los errores se magnifiquen (fig. 4.13). 
 
 
 
T.6 : Tabla 6 
TABLA DATOS 
 
0X  (m) 0Y (m) 0Z (m)  (°)  (°)  (°) 
Fotograma1 1000,0 1635,0 1000,0 -45 0 0 
Fotograma2 1000,0 1000,0 1000,0 0 0 0 
Fotograma3 1000,0 550,0 1000,0 30 0 0 
Fotograma4 850,0 1000,0 1000,0 0 -10 0 
Fotograma5 1150,0 1000,0 1000,0 0 10 0 
Fotograma6 1000,0 1450,0 1000,0 -30 0 0 
 
 
Desviación tipo a priori: 0,01 mm (10 μm) 
 
 
 
0X (m) 0Y (m) 0Z (m)  (°)  (°)  (°) 
Fotograma1 1000,006 1636,608 1001,688 -45 0 0 
Fotograma2 999,983 999,655 1002,142 0 0 0 
Fotograma3 1000,022 548,627 1001,592 30 0 0 
Fotograma4 849,380 999,683 1002,073 0 -10 0 
Fotograma5 1150,610 999,662 1002,062 0 10 0 
Fotograma6 999,988 1451,244 1001,893 -30 0 0 
 
 
Deviación tipo de la muestra a posteriori:0,011301 mm 
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fig. 4.13: Distribución errores problema 6  
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5  CONCLUSIONES  
Llegados a este punto, resumiremos las conclusiones más importantes que se han podido 
extraer durante la realización del trabajo. 
En la parte experimental, en el análisis de los datos, se ha mostrado la importancia que tiene la 
distorsión de la lente en la creación de errores en las medidas, ya que una lente defectuosa 
hace que los errores de la cámara, si no son detectados, se disparen de una forma 
considerable.  La distorsión en la lente es además la parte más crítica del problema, ya que la 
imposiblidad de detectar de forma exacta la distribución que sigue, hace complicado el tenerlo 
en cuenta en la calibración de la cámara. 
Ya entrados en la parte experimental, vemos que si incluimos en el programa de calibración 
los parámetros de distorsión nos permite detectar mucha cuantía de la totalidad de error 
sistemático existente. 
Para acabar, podemos decir que el programa de calibrado nos permite obtener los parámetros 
de orientación externa e interna de una forma muy eficiente, eliminando una buena parte de 
los errores sistemáticos de la imagen.   
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